Poglavlje 1

Vektori

Skalarni produkt

Definicija: Neka su 6,5 vektori. Skalarni produkt vektora a i b definiramo kao:

-

@-b=|al|b|cos £(a,b)

-

pri cemu je Z(d,b) kut izmedu vektora @ i b. Ako jed =0 ili b= 0, tada definiramo
a-b=0. .
Ako je Z(a,b) = 90°, onda kaZemo da su d i b okomitt ili ortogonalni.

Svojstva:

Definicija: Neka je {;, f, l;} baza vektorskog prostora V3 takva da su vektori baze
jedinicni i medusobno okomiti, tj. |i| = 7| = |k| =14ii-7=0,7-k=0,i-k=0.
Takvu bazu nazivamo ortonormiranom bazom (ONB).

Primjer 1 (Standardna ortonormirana baza za V3):

Neka je O ishodiste Kartezijevog koordinatnog sustava u prostoru i neka su I =
(1,0,0), J=1(0,1,0) : K =(0,0,1) tocke na koordinatnim osima.

Tada vektori {i = Ol,7 = OJ, k = OK?} ¢ine standardnu ortonormiranu bazu
za prostor V3.
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Nadalje, radijvektor tocke A = (x,y, z) ima koordinate
— . - -
OA=zi+yj+zk=(z,y,z2).

Zato u zadacima u kojima su nam zadane koordinate tocaka u Kartezijevom koordi-
natnom sustavu te koordinate poistoviecujemo s koordinatama radijvektora tocaka.

Zadatak 1.34. Izracunajte (i —j + k) - (20 — 37 — k) ako je {7, l;} ortonormirana
baza.

Rjesenje. Koristenjem svojstva skalarnog produkta redom racunamo
(G—F+k) - (20—3]—k) =2>—3(-]—i-k—2]-i+3j>
+7 k+2%k-i—3k-j—k*=A4.
Napomena. Neka su d = aﬁ—i—aﬂ%—a;;lg = (a1, a9,a3) i b= bJ—i—bJ—i—b;;,/g = (b1, ba, b3)
vektori u ONB {7, 7, k}. Tada je
a- g: a1b1 + a2b2 + (lgbg
Zadatak 1.35. Odredite skalarni produkt vektora @ = 2m — 7 i b=1m—2i gdje
je |m| =2, |7 =41 Z(m,n) = 60°.
Rjesenje. Redom imamo
a-b=(2m—)- (m—27) = 2|m|> — 4 - 7 — it - m + 2|ii]?
= 2|m|? — 5 - it + 2|7i|* = 2|mi|? — 5|m||7| cos £(m, ) + 2|7i|?
1
:2~4—5-2~4'§+2~16:20.
Zadatak 1.36. Koliki je modul vektora @ = § — 27 ako je [p] = 2, |¢] = V3 i
Z(p,q) = 30°7
Rjesenje. Redom rac¢unamo
a* =a-a=(p-2q) (0~ 2q9) = |pI* — 40 ¢+ 4|q)”

:4—4-2-\/5-\/73+4-3:4.

Iz gornjeg konacno slijedi da je |d| = 2.
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Zadatak 1.37. Dani su vrhovi A(—3,-2,0), B(3,-3,1), C(5,0,2) i D(dy,ds,ds3).
Odredite kut medu dijagonalama paralelograma.

Rjesenje. Odredimo najprije koordinate vrha D = (dy, ds, d3).
Bududi da je ABC'D paralelogram, vrijedi E =
Koordinate vektora AD i BC' su redom

AD = OD — OA = (dy, d, d3) — (=3, =2,0) = (dy + 3,ds + 2, ds),

BC=0C—0B = (5,0,2) — (3,-3,1) = (2,3,1).

Dakle, imamo da je
(dy + 3,d2 + 2,d3) = (2,3,1)

iz ¢ega slijedi da je D = (dy,ds,d3) = (—1,1,1).
Koordinate vektora dijagonala AC' i B

AC = 0C — 0A = 502) (=3,-2,0) = (8,2,2),
BD = 0D — OB = (=1,1,1) — (3,-3,1) = (—4,4,0),

Konaé¢no iz definicije skalarnog produkta sada mozemo izracunati kut izmedu dija-
gonala. Redom imamo

ACIBD| VErZ+ 2 J(Ap+Lr+e 2

D C
A B
Zadatak 1.39. Dani su vektori @ = (6,1,1), 7= (0,3, —1) i & = (—2,3,5). Odre-
dite A € R tako da vektori « + AU 1 @ budu okomiti.

cos (70 D) - AC - BD 8 (—4)+2-442-0 |

Dakle, Z(AC, BD) = 120°.

Rjesenje. Vektori @ + AU i @ su okomiti ako je njihov skalarni produkt jednak O.
Redom imamo

(T + A7) - @ = 0,
(6,143X\1—A)-(—2,3,5) =0,
12434+ 9A+5-5)A =0,
AN =4,

A=1.
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Zadatak 1.40. Ako za tocke A, B, C'i D vrijedi E2+@2 1@2+ﬁ27 dokazite
da su tada B? i E ortogonalni za B # C'1 A # B.

Rjesenje. Jednakost iz uvjeta zadatka redom mozemo zapisati na sljede¢i nacin:

AB? — AC? + CD? — BD? =0,

(AB — AC)(AB + AC) + (CD — BD)(CD + BD) =
CB(AB + AC) + CB(CD + BD) = 0,
CB(AD + AC + CD + BD) = 0,
CB(AD + AD) = 0,
2CB - AD = 0

Dakle, mora biti @ : ﬁ = 0 iz cega slijedi da su vektori ﬁ i @ ortogonalni.

Zadatak 1.41. U pravokutnom trokutu ABC' s pravim kutom u vrhu C', duljine
stranica a, b i ¢ odnose se kao 1 : V2 : /3. Dokazite da su tezisnice ty it. tog trokuta
medusobno okomite.

S =
Rjesenje. Neka je {d = C@ b = CA} baza. Iz uvjeta zadatka imamo da je
6] = v/2|@| te da su vektori @ i b okomiti, tj. @- b = 0.
Zapisimo vektore tezisnica t, i t, pomoéu vektora baze:

S

ty=—a

+
l\'JIF—‘[\:Jlr—l

1

b.

~+

[

l\')lr—l

Da bi dokazali okomitost tezisnica i, i . dovoljno je izracunati skalarni produkt
vektora tezisnica. Redom imamo

iofo=(—i+=b) (=a+=b
io= (e g0) (574 5)
1, 1. - 1. 1.
= _—Z|gP—=Z@-b+=a-b+ =|p?
2\a| 50 —|—4a +4|]
1 1
= —5\5|2 + ;1(\/5!5|)2 =

Dakle, tezisnice t; i t. su medusobno okomite.

B
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Zadatak 1.42. Koji kut zatvaraju vektori a # 01 57& 0 ako je @ + bl2@+0bi
a—2bl1l a+ 3b7

Rjesenje. Oznacimo s ¢ kut izmedu vektora a i b. 1z uvjeta okomitosti u zadatku
dobivamo sljedeci sustav

Nakon sredivanja imamo

{2|a|2 +3||B| cos @ + [B]2 = 0,

|2 + |@]|b| cos @ — 6]b]> = 0.

Dijeljenjem svih jednadzbi sustava s |d] |I;| i uvodenjem supstitucije ¢t = % dobivamo
novi sustav s nepoznanicama t i ¢

2t+3c:osg0+%20,
t+cosg0—§:0.

Iz posljednje jednadzbe u sustavu imamo da je cosp = % — t. Uvrstavanjem natrag
u prvu jednadzbu sustava dobivamo sljede¢u jednadzbu za t:

18 1
— 2t+7—3t+¥:0,
—t*+19 =0,
t=v19>0 (jerjet:%>0>.

Uvrstavanjem natrag u izraz za cos ¢ kona¢no dobivamo

6 13
cosp = —— — V19 = ——=— < —1.
7 V19 /19

Kako je cos ¢ < —1 slijedi da ne postoje takvi vektori a i b.

Zadatak 1.43. Dani su vrhovi trokuta A(1,1,1), B(2,4,3) i C(1,0,4). Odredite
duljinu visine na stranicu AB.

Rjesenje. Koordinate vektora stranica AB i AC su redom

AB = (2,4,3) — (1,1,1) = (1,3,2),
AC = (1,0,4) — (1,1,1) = (0, -1,3).

Vektor visine na stranicu AB je

_CA+ AN = —AC + \AL
1,-3) + A(1,3,2) = (A, 143\, —3 + 2.

2|

U=

—~
=)
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Kako je v okomit na vektor B slijedi
T-AB=(A\143\-3+2))-(1,3,2) = 14\ —3=0

(559

3\ [/23\° 18\ 1
i == i ~20) = S V1S3
1 \/(14) +<14) +< 7) V18

C

iz cega slijedi da je A = %, tj. U
Duljina visine je

A N B
Zadatak 1.45. Dokazite da se visine trokuta sijeku u jednoj tocki.

Rjesenje. Oznacimo s O sjeciSte visina iz vrhova A i C. Ako pokazemo da je O?
okomito s 1@ , slijedit ¢e da tocka O lezi i na visini iz vrha B. Redom racunamo

OB - AC = (OA + AB) - (AL + BC)

—OA-AB+OA-BC+AB*>+ AB - BC
——

B Gh+ AB + BO) - AB-00 —o.

Dakle, O? i /@ su zaista okomiti.

Zadatak 1.46. Dan je trokut OAB t.d. je OA = (1,2,1) i OB = (—6,3,3).

Odredite duljinu OC simetrale kuta AOB.

Rjesenje. Vektor simetrale kuta mozemo zapisati na sljedec¢i nacin
OC = OA + AC = OA + A\AB = OA + NOB — OA) = (1 — T\, 2+ A, 1 — 4))

Iz definicije skalarnog produkta imamo da za kut izmedu vektora vrijedi

—>
cos Z(OA, O(%) = |g?||gj| )
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cos L(O?, (ﬁ) = %

Kako je OC simetrala kuta, imamo da je 4(@1, O?) = A(OTZ O?) iz cega slijedi

da mora biti
OC-0A OC.0B

OC||0A|  [OC||0B]

tj. nakon kracenja obje strane s \O? | imamo da vrijedi

50.54  ¢.o8

04| |0B]

Uvrstavanjem koordinata svih vektora i sredivanjem izraza dobivamo jednadzbu

69\ 57\ —3
V6 Vol

Konacno, trazena duljina simetrale kuta je

0 81 3
=/ =+ — = =V10.
0C| = VIO

B

0 A

Ortogonalna projekcija vektora ¥ na vektor a:
Projekcija je vektor p kolinearan s vektorom @, tj. 7 = Ad tako da je vektor (Z — p)
okomit na vektor @, tj. vrijedi (¥ — p) - @ = 0.

I
. l
z [
R
|
|
>

P a

Iz gornjih uvjeta mozemo izvesti formulu za projekciju p.
(Z—p)-a=0,
(= Ad)-a=0,

Z-d—Ad?=0,
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QY

-
jal*

A:

Dakle, ortogonalna projekcija vektora Z na vektor d@ je dana formulom

8y
Q

P aEt

Napomena.

e Duljina vektora p ne ovisi o duljini vektora a@. Zato mozemo govoriti i o
ortogonalnoj projekciji vektora na pravac.

e Produkt @- b - & nema smislal
Ako gledamo (@ - b) - & onda je to vektor kolinearan s @ jer je @- b € R.
Ako gledamo a - (l; - €), onda je to vektor kolinearan s d.

Zadatak 1.47. Neka je @ = (—2,1,1), b = (1,5,0) i @ = (4,4, —2). Odredite
ortogonalnu projekciju vektora 3a@ — 2b na vektor €.

Rjesenge. .
r=3d—2b=(-6,3,3) —(2,10,0) = (-8,-7,3).

Z-c —32-28-6

i 4,4, -2
=1 Tor164a BhY
66 11 22 22 11
= D44, -2) = — (44, -2) = (22,22 2.
36 6 377373

Zadatak 1.48. Neka je @ = (1,-3,4), b = (3,—-4,2) i @ = (—1,1,4). Odredite
ortogonalnu projekciju vektora b + ¢ na vektor a.

Rjesenje. b+ ¢ = (2,-3,6).

249+ 35

= 1.-3.4)= —(1.-3.4).
1+9+16(’ 4) 26(’ 4)

Zadatak 1.49. Dan je trokut ABC' i proizvoljan pravac p koji prolazi tezistem
trokuta. Ako su A’, B’ i " ortogonalne projekcije vrhova trokuta na pravac p,

dokazite da je AA"+ BB’ + cd =0.

Rjesenje. Redom imamo da je

AA + BB + COC = AT +TA + BT +TB +CT + TC"
— (TA+TB+TC)+TA +TB +TC'

0 (Zad )
— - —
=TA +TB +7TC".

atak 1.5
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— — — —

Uocimo da su vektori TA', TB',TC" ortogonalne projekcije vektora TA,T?,J?
na pravac p. Zato je vektor T A"+ TB’ +TC" ortogonalna projekcija vektora
H ?

TA+T —1—_7; na pravac p.

Medutim, TA+TB+TC = 0 iz ¢ega slijedi da je onda i ortogonalna projekcija

TA +TB +TC" = 0.

Dakle, AA" + BB’ + CC" = 0 sto je i trebalo pokazati.

—

Ortogonalna projekcija vektora ¥ na ravninu odredenu vektorima a i b:
Projekcija je vektor p koji se nalazi u ravnini odredenoj vektorima @ i b takav da je
vektor ¥ — p okomit na ravninu odredenu vektorima @ i b.

[ako ne postoji lijepa formula za projekciju vektora na ravninu kao u sluc¢aju projek-
cije vektora na vektor, gornje uvjete mozemo zapisati algebarski slicno kao u sluc¢aju
projekcije vektora na vektor:

e vektor p se nalazi u ravninu odredenoj s @ i b ako i samo ako jep=ad-+ ﬁl;
za neke «a, f € R.

e 7'—p je okomit ravninu odredenu s a i b ako i samo ako jer—plLaixr—p L 5,
tj. (X—p)-a=0i(Z—p)-b=0.

Gornji uvjeti daju linearni sustav iz kojeg odredujemo skalare o i 5 te samim time
i projekciju p.

U idu¢em zadatku ¢emo ilustrirati kako odredujemo ortogonalnu projekcija na rav-
ninu za zadane vektore I, @ i b.

Zadatak 1.52. Ravnina je razapeta vektorima @ = (1,2,1) i b = (1,1,0). Odredite
projekciju vektora Z = (8,4, 3) na tu ravninu.

— — —

Rjesenje. Trazimo vektor p'= ad + 55 takavdajer —p laid—p L b.

F=ai+b=a(1,2,1)+ 5(1,1,0) = (a + 8, 2a + 8, ).
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Iz uvjeta & — p L @ imamo da je
(Z—p)-a=0,
®8—a—-p,4—2a—03,3—a)-(1,2,1) =0,
8—a—F+8—4a—-28+3—a=0,
—6a — 30 = —19.

Iz uvjeta 7 — p L b imamo da je

8—a—-p,4—2a—03,3—a)-(1,1,0) =0,
8—a—-pF+4—-2a—-p=0,
—3a — 20 = —12.

Iz gornjih uvjeta imamo linearni sustav za skalare o i (:

—6a — 36 = —19,
—3a —2p =—12
RjeSenja gornjeg sustava su a = % i 8 =5. Dakle,
-2 17 19 2
=ad+ b= =(1,2,1 ,L1,0)=(—=,—.= |-
p=ad+ 05 = (1,2, +50,1.0) = (5. 7.)

Zadatak 1.53. Dani su vrhovi A(1,2,3), B(3,2,1) i C(1,4,1) trokuta ABC.
Pokazite da je taj trokut jednakostrani¢an tako da pokazete da:

(a) ima sve tri stranice jednake duljine;

(b) ima dvije stranice jednake duljine i kut medu njima je mjere 60°;

(c) ima dva kuta mjere 60°.

Rjesenge.

(a) Redom racunamo
AB=0B - 0A=(3,2,1) - (1,2,3) = (2,0,-2) — |AB|=v414=2V2,
AC =00 —0A = (1,4,1) — (1,2,3) = (0,2, —2) ~ |AC| = 2/2,
BC =0C — 0B = (1,4,1) — (3,2,1) = (=2,2,0) ~ |BC| = 2V2.

(b) Iz dijela (a) znamo da je |z@| = |1@| = 2v/2. Pokazimo jos da je kut u vrhu
A, tj. kut izmedu vektora E i 1@ mjere 60°:

cos £(AB, A0 = AB-AC (2,0,-2)-(0,2,-2) 4

1
|E||ﬁ|: 22 - 24/2 T8 2
— Z(AB,AC) = 60°.
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(c) Iz dijela (b) znamo da je kut u vrhu A mjere 60°. Pokazimo jos da je kut u vrhu
C mjere 60°:

cos Z(AC, BC) — I?\'IT\ _ % = = Z(AC.BC) =60

Zadatak 1.54. Dan je trokut OAB takav da je OA = (1,2,1) i OB = (—6,3, —3).
Odredite duljinu tezisnice iz vrha O.

Rjesenje. Vektor teziSnice O? je radijvektor polovista duzine AB. Zato je
1, —
OP = S04+ OB) =

Konaé¢no, duljina trazene tezisnice je

1 1 3
0P| = V25 + 25+ 4= Ve = SVE,

((1,2,1) + (-6,3,-3)) = %(—5, 5,—2).

[N

B
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